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問題
θ についての関数 y = (sin θ)2 + sin θ + cos θ （−∞ < θ < ∞）がある．

(1)

t = sin θ cos θ とおくとき，t の範囲を答えよ．

(2)

y を t で表わせ．

(3)

y の最大値と最小値をそれぞれ求めよ．

適当な解答

(1)

t =
1

2
sin(2θ)

であり，θ は任意の実数を取るので，−1 ≤ sin(2θ) ≤ 1.

∴ − 1

2
≤ t ≤ 1

2
・・・答　
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(2)

(sin θ)2 + (cos θ)2 = 1 + 2t

であるから，
sin θ + cos θ = ±√1 + 2t. (∵ 1 + 2t ≥ 0)

したがって，sin θ, cos θ は, u に関する 2次方程式 u2 ∓ {√1 + 2t}u + t = 0

の 2解.

sin θ + cos θ = −√1 + 2t のとき，u2 =
1±√1− 4t2

2

sin θ + cos θ =
√

1 + 2t のとき，u2 =
1±√1− 4t2

2

となるので，結局，

y =
1±√1− 4t2

2
±√1 + 2t （複合任意）・・・答

(3)

最大値を与える y を f(t) とおくと,

f(t) =
1 +

√
1− 4t2

2
+
√

1 + 2t 　（− 1

2
≤ t ≤ 1

2
）

である．同様に最小値を与える y を g(t) とおくと，

g(t) =
1−√1− 4t2

2
−√1 + 2t 　（− 1

2
≤ t ≤ 1

2
）

である．よって， f(t) の最大値と g(t) の最小値をそれぞれ求めればよい．

(a)

f ′(t) =

√
1− 2t− 2t√

1− 4t2

−1

2
< t <

−1 +
√

5

4
で f ′(t) > 0,

−1 +
√

5

4
< t <

1

2
で f ′(t) < 0
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となるので, f(t) は t = −1+
√

5
4
で極大かつ最大となるので，

yの最大値 = f(t)の最大値

　　　　 = f(
−1 +

√
5

4
)

=
1 +

√
−1+

√
5

2

2
+

√
1 +

√
5

2
・・・答

(b)

g′(t) =
2t−√1− 2t√

1− 4t2

−1

2
< t <

−1 +
√

5

4
で g′(t) < 0,

−1 +
√

5

4
< t <

1

2
で g′(t) > 0

となるので, g(t) は t = −1+
√

5
4
で極小かつ最小となるので，

yの最小値 = g(t)の最小値

　　　　 = g(
−1 +

√
5

4
)

=
1−

√
−1+

√
5

2

2
−

√
1 +

√
5

2
・・・答
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